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Exercice 0.1 

1. Soit, la serie de fonctions de terme general (f n )n> 2 definie par: f n (x) = 


xe 


ln(n) 


(a) Convergence simple de la serie f n et intervalle de convergence. 

D’apres le critere de d’Alembert on a 


lim 


fn+ lO) 


= e 


n— >+oo | f n ( X ) 

La serie f n converge si e~ x < 1 et diverge si e~ x > 1. Comme / n ( 0) = 0 alors la 
serie f n converge simplement sur V intervalle I = [0, + 


oo 


(b) En utilisant la remarque: supie = - on aura: 

x>o e 


SUp \f n {x)\ = SUp |- j -^ T | = Slip | | = 

x >o x>o In (n) x >o nln(n) neln(n) 


(c) Convergence normale sur I. 

Ne converge pas normalement car 


ne ln(n) 


diverge (serie de Bertrand a = 1). 


+oo 


2. Soit la fonction definie par f(x) = 


-l) n xe 


n = 2 


n ln(n) 


(a) Domaine de definition de f. 

D’apres la question 1) a) le domaine de definition de f est Df = [0, + oo[. 

(b) Continuity de f sur M. 

Pour tout x G Df le reste de cette serie alternee convergente verifie: 


et comme lim 


on a 


0 < sup I R n (x) |< t . , . — . , ^ , . 

x >o ( n + l)e ln(n + 1) n->+oo (n + l)e ln(n + 1) 

lim sup | Rn{x ) |, et, done la convergence est uniforme sur M d’ou la continuity de 

n — )-+oo ^>0 

/ sur M. 
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Exercice 0.2 

Soit, la fonction f, 2 tt -periodique, definie par f(x) = cos{x/2). 

1. Graphique de f sur l’intervalle [ — 27r,27r] . 


y 



2. Developpement en series de Fourier de f . 

f paire b n = 0. On rappelle que cos (a) cos(fe) = - ( cos(a + b) + cos(a — 6)) . 


ao = — / cos(x/2 )dx = — 2sin(x/2) 


7 r 


7 r 


4 

7T 




— / cos(x/2) cos(nx)dx = — / (cos((2n + 1)-) + cos((2n — 1) — ))dx 

7T Jo tt Jo 2 2 

1 r 2 „ . x * 2 „ 

— sm((2n + 1) — ) H sm((2n — 1)— ) 

7T L2n + 1 u V 2n - 1 VV J 2 J \ 

— sin((2n + 1)— ) 4 sin((2n — 1)— ) 

7rL2n + l u J 2 J 2n - 1 U J 2 J 

2 r (— l) n (-l) n_1 l 4 (— l)”” 1 


7T 


2n + 1 2n — 1 


7T 4?Z 2 — 1 


(-1) T 




cos (nx). 


n= 1 


3. Convergence de la series de Fourier. La fonction f est continue sur M de classe C 1 

par morceaux sur M. La convergence de la serie de Fourier est done uniforme sur M. De 
, , 4 111 

plus \ a n \= — r ~ a u voisinage de 1 infini et ce dernier terme forme une serie 

7 r 4 n z — 1 7T n 2 

numerique convergent e la convergence est done normale sur M. Done Vi 6 K Sf( x ) = 

/0*0- 

4. Calcul des sommes. 

1 

on pose x = n. 


Pour la somme 


+oo 


4n 2 — 1 

n= 1 


+oo 


/(tt) = cos(tt/2) = 0 = \ ^ 


-1) 


n— 1 


7 r 7 r ^ — ' 4n 2 - 

n= 1 

+oo 


E 

n=l 


4n 2 


-i) n = - - -V — 1 

7T 7T ' 4n 2 

n= 1 

1 

~~ 2 ‘ 


d’ou 
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Pour la somme ^ — on pose x = 0 et comme /( 0) 

n= 1 


+oo / \ n — I i 

\- (-1) _ 1 

2^ 4 n 2 _ i 4 2 ‘ 

n=l 


Pour la derniere la somme on utilise Yegalite de Parseval 


1. 


+oo 

£ 


n= 1 




l 

2 ' 


Exercice 0.3 
Premiere partie. 

1. Calcul de I 

On a I = 


cos (z 2 )dz 


, , oil r+ le cercle de centre (1,0) et de rayon 1. 

j r+ (22 1) 

D’apres la formule integrate de Cauchy on a: 

cos (z 2 )dz f cos (z 2 )dz 2i.ir „ v cos( 2 2 ) 

/ (1 / 2) ou J(z) = - 


/ = 


2 ! 


r+ (2z - l) 3 J r+ 8 (z - 1/2) 3 
/"( 1/2) = — 1 ( sin(^ 2 ) + 2z 2 cosfz 2 )) |, =1/2 = -i(sm(l/4) + )cos(l/4)). 


1 = “x( Sin ^ 4 ^ + p 0 ^ 1 / 4 ))- 


Methode de residus: 
cos (z 2 )dz 

Poui9(z) = y—y 

cos (z 2 )dz 


I = 


= 2i. n. Res (g, 1/2) = 


Um (S,((z- 1/2) 


cos (z 2 )dz 


! r +(2z — l) 3 ’ 2! z->i/2 \dz 2K (22 — 1) 3 

/ d 2 , , ON \ Z.7T / 1 


»■ 


Done I = ^ lim (—(cos(z 2 )) = ^(sin(l/4) + -cos(l/4)). 


2. On pose / = 


> 1/2 
p2w dx 


I o 2 + cos(a:) 


, 2 = e* x et on rappelle que cos(x) = - (2 -| — j. 


/a/ Etablissons que I — / f(z)dz, oil f et r + sont a determiner. 

Jr+ 

2 

f(z) — r, et r+ le cercle unite. 

y ’ ?( 2 2 + 42 + l) 

(b) Valeur de I. 

dx /- 27t 


r*27r 


4 = ( - 2 + ^ 
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Deuxieme partie. Soit, a n 


(2n + 1)! 


n > 0 


1. Relation de recurrence entre a n+ 1 et a n . 

2(2 n + 3 ) 

II est facile de verifier que pour tout neN a n+i = — -a n . 

n + 1 

2. Rayon de convergence de la serie de terme general a n x 2 " . 

u n+l x A 2 

lim = 4.x . 

n— >+o o 


a n x 


2 n 


La serie converge pour 4.x 2 < 1 et diverge pour 4.x 2 > 1 done R = 


1 

2 ' 


3. 


4. 


+oo 

On pose pour tout x e] — R,R[, f(x) = y^ a n x 2n . 

71=0 

Montrons que f est solution de V equation differ entielle. 

+00 -fOO 

^ 2na n x 2n ~ l = ^ 2(n + l)a n+ ia; 2n+1 

n= 1 n=0 

+oo -boo +oo 

yy 4(2n + 3 )a n x 2n+1 = yy 8na n x 2n+1 + 12 yy a n x 2n+1 

71=0 71=1 71=1 

+oo +oo 

4x 2 . Y.nanx 2 -- 1 + 12a; yy a n x 2n = 4 x 2 .f\x) + 12 xf(x). 

71=1 71=0 

( E ) : (1 —4 x 2 )f\x) = 12 ,x.f{x). 

Solution de V equation ( E ) et f sous forme de fonction elementaire. 

La solution generate de (. E ) est donnee par: 

f(x ) = K.( 1 — 4a; 2 ) -3 / 4 , mais /( 0) = a 0 = 1 done k = 1 et 


f'(x) = 


Done 


+oo 


£ 

n = 0 


(2n + 1)! 2n 

/ I \ O X 


(1 - 4a: 2 )- 3 / 2 . 
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